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   値）への影響は線形に加算される［微小誤差の仮定］；
（ii）・各基本演算において発生する丸め誤差はある幅の一様分布に従う独立な確率変数と見



















                   01＝φI（m11，．．．，m．m、），
（2．1） 0ゴ＝φ｛（mゴ1，．．．，m｛m、），
                 ！＝V〃廿＝φ〃、（m〃寸1，．．．，mn，m、、）．
ここで，
         mわ∈｛κ工，．．．，κη｝∪｛01，．．．，0〃。｝U｛01，．．．，0ト1｝
                      （乞＝1，．．．，m。；ノ＝1，．．．，肌），




 （2，2）                      o｛＝φ｛（m｛ユ，．．．，mゼm、）
において，基本演算φ｛に対応して実際に行われる演算をφゴとし，ωの計算値をσ｛と記すこと
にすると，（2．2）に対応して行われる実際の基本演算は以下のようにたる：




 （2．4）     ∠仇＝σr”
             ＝φ｛（疵｛、，．．．，勿棚、）一φ。（m｛1，．．．，mゴmゴ）
             ＝φ｛（売｛、，．．．，売切、）一φ｛（m｛。，．．．，m棚、）十δω，





                             mゴ∂φゴ （2．6）          φゴ（2｛。，．．．，勿棚、）一φ。（m｛、，．．．，m切、）＝ Σ］     ∠7m影．




                    m｛∂φ｛ （27）                   ∠’o，＝ Σ］     ∠7m、々十δo，
                   々一1∂m影
これを関数！を計算するための全過程（2．1）に適用すると，！の丸め誤差〃は，各中問変数ω
を計算する際の発生誤差δめを用いて，
 （2．8）             ∠∫：Σ五δo，


















 （2．10）                    1δ〇一≦m（肌）ε  （≦1ω1ε）
で見積ることができる．ここで，m（oオ）は，o｛と同じ指数部を持つ最小の正の浮動小数点数，ε
 表1．本論文で使用した計算機の数値表現および丸め方式．
Tab1e1．The ioating－point representations and romding methods
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／2．ll）     1〃1≦、Σ∂ゾm（。ゴ）一〃1、，
                     1 ∂仇
  ここで，
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Fig．1．Schematic diagram of the water－methanol distiI1ation tower．
Variables：
 for each P1ate
  OTotal ho1dup of each component
  OVapor hoIdup of water
  OMole fraction for liquid methanol
  O Liquid holdup
  OTemPerature
  OTotal enthaIpy
 etC．
Equations to determine the equilibrim〕state：
 for each Plate
  OTotal holdup of each component
   bei㎎constant
  OTqtal enthalpy bei㎎constant
  OSum of mole fractions for vapor
   bei㎎equal to1
  0Relation of tota1vapor holdup and
   v6Por water mole fraction to water
   vaPor holduP
  ORelation of total methanol ho1dup，
   vapor methanol ho1dup and total
   liquid holdup to1iquid methanol








 （4．1）       （κ二，c’）＝（増1×（1＋ε、），．．．，κ、1。、x（1＋ε、。8），
               c1×（1＋ε1。。），．．．，o．1．x（1＋ε。。。））
                   （ε1は区間［0，1］xlO－4土の一様乱数）
を作り，108個の関数値に含まれる丸め誤差〃の実測値を
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Comparison of the observed maximum rounding errors（each amon9100samples）
of the108functions with the theoretical estimates（chained line：estimate＝
（observedva1ue）xユ00，broken1ine：estimate＝（observedvalue）xユO，solid1ine：
estimate＝obsemed va1ue，dotted 1ine：estimate＝（obsemed value）／10）．（a）
VAX一ユi／780，abso1ute bound．（b）M－280H，abso1ute bound．（c）VAX一ユエ／780，
probabi1istic bound．（d）M－280H，probabilistic bomd．







                    一  1 100  一（43）              Vs［∠！、］＝  Σ（∠！、（刈）2
                      100κ；1
（（2．15）よりE［∠刈＝0であるから，平均は0と見なしている．）
最大丸め誤差M、。［∠ム］（10個の最大値），・Ml。。［∠力］（100個の最大値）：
（4．4）              M1o［∠∫｛］＝max l∠〃κ〕1，
                       κ＝1，。．．，1O
（4．5）           M1oo［∠！｛］＝ max l∠力ω1．
                       κ＝1，．．．，lOO
標本共分散Cov。［∠六，∠！51：
                 。一  一  1 100 一  一（46）    C…［仏〃・］＝100昌小（πWκ）
〈切捨て（M－280H）の場合〉
標本平均E。［∠力］：
                    一  1 100 一（4・7）      E・［刎＝100昌”κ，
標本分散V。［〃｛］：





      O．O    O．2    0，4    0．6    0．8    1－0    1．2
               （Vs［∠力］／V［∠カゴ）1／2
図3，108個の関数の丸め誤差の’’標本標準偏差／理論標準偏差”の分布（VAX－11／780）．
Fig．3． Distribution of“（obsenred standard deviation）／（theoretica1standard deviation）”




















     O．0             0．5             1．0              1．5
                 Vs［∠力］／V［∠カ］
図4，108個の関数の丸め誤差の“標本分散／理論分散”の累積分布曲線（VAX－11／780，M－
   280H）（破線は“標本分散／理論分散”が“自由度100のκ2分布に従う確率変数／100”
   の実現値であると仮定したときのKo1mogorov－Smimovの検定統計量（両側検定）の
   分布の95％限界）．
Fig．4．Cumu1ative distribution curve of“（observed variance）／（theoretica1variance）”of
























一2，0   －1．0    0，0    1．0    2．0．
    Es［∠カゴ！V［」ハ］1／2
図5，108個の関数の丸め誤差のu標本平均／理論標準偏差”の分布（VAX－11／780）．
Fig．5．Distribution of“（observed mean）／（theoretical standard deviation）”of the romd・





























一 Ω 0．O 1．〔10
Cov［∠力，∠力］／（V［∠掃・V［∠力］）1／2
図6．丸め誤差の標本相関係数と理論相関係数との比較（VAX－11／780）、
Fig．6，Comparison of the observed correlation coe伍。ients with the theoretical of the
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Cumulative distribution curve of“（observed maximum romding error）／（theoret－
ica1standard deviation）”of the rounding errors of the108fmctions（VAX－11／
780）．（a）observed maximum rounding errors among lO samp1es．（b）observed




                     Cov［∠7月，∠力］ （5．1）
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       0．0    0．2    0．4    0．6    0．8    1．0    1．2
              （Vs［∠1月］ノV［∠カゴ）1／2
図8，108個の関数の丸め誤差の“標本標準偏差／理論標準偏差”の分布（M－280H）．
Fig．8．Distribution of“（observed standard deviation）／（theoretica1standard deviation）”




∩∩   ∩9．  ∩  ∩n    ∩只   1∩    1 9
                   Covs［∠尤，∠尤］ （5．2）









   （i）108個の関数の丸め誤差が全て独立た正規分布に従って分布すると仮定したと
     きの“最大丸や誤差／標準偏差”の累積分布曲線（α：Oの曲線），
  （ii） 同じく，丸め誤差が全て独立な一様分布に従って分布すると仮定したときの“最











   deviation）”of the romding errors of the l08fmctions（M－280H）．
大規模非線形方程式系における丸め誤差の振舞いについて 13
＜切捨て（M－280）の場合〉

































       O．0    0．2    0．4    0．6    0．8    1，O
                 τ（小）
図10，108個の関数の丸め誤差の’’確率評価／絶対評価”（＝τ（4元．））の分布（VAX－11／780）．
Fig．10． Distribution of“（probabi1istic bound）／（abso1ute bound）” （＝τ（∠眈．）） of the
   rounding errors of the108functions（VAX－11／780）．
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The density function and the cumulative fmction of the random variab1e（6．4）to
approximate the distribution of romding errors．（F，，（κ）and力，，（κ）are the
distribution function and the density fmction，respective1y，of the random vari－








 （6．1）         ∠力＝Σr［力，々］肌



















 （6．4）          X、≡αΣ（1一α）町。．
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The magnitudes of the coe伍。ients ofσ点in the probabi1istic model of the
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Comparison of the cumulative distribution curve of observed rounding errors of
each function with the distribution function of l X．1（VAX一ユエ／780）．（a）∠力
withτ（∠力）≒0．09（α［∠ハ］≒0．05）． （b）∠力withτ（∠ヵ）≒O．24（α［∠ヵ］≒0．3）．









  1  。。           。。＝  Στ［カ，尾十1］σ〆αΣ（1一α）尾肌＝X、 λ［刈ε珪一・      島一・









        刈
α一・．…．．マ 上側。。。限界
          上側25％限界
  ア’
  ∵         上側50％限界
          上側75％限界
          上側90％限界
           ．O            O1O         O．1          0．2
                      τ（〃）
    図14，108個の関数の丸め誤差のτ（小）（＝“確率評価／絶対評価”）と“最大丸め誤差／絶対
       評価”の関係（VAX－11／780）．
   Fig．14．Relation between τ（∠Z）（＝“（probabilistic bound）／（abso1ute bound）”）and
       “（observed maximum rounding error）／（absolute bound）”of the romding errors





















































   和”として表される確率変数の実現値であると見なす確率モデルによって，実際の丸め
   誤差の持つ統計的諸性質を定量的にもかたり良く説明できること；
 （2）各関数の丸め誤差の分布形の違いが“絶対評価に近い大きさの丸め誤差の値の出やす
   さの違い”として把握できること；
 （3） （1）で述べた確率モデルをさらに単純化して得られる確率変数“分布幅が等比級数的に
   減少する互いに独立な一様分布に従う確率変数の無限和”は，関数の計算値に含まれる
   丸め誤差の分布形の良いモデルにたっており，実際の丸め誤差の分布は，等比級数の公
   比を適当に定めることによって，その特徴が十分に良く捉えられること
を明らかにした．
 第6節で導入した確率変数X、およびその分布関数，密度関数に関しては，それら自身が多く
20 統計数理 第36巻 第1号 1988
の興味深い数学的性質を持つことが明らかにされており，数値積分などへの応用の研究も進め
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Ana1ysis of Romding Errors in Large Systems of Non1inear Equations
                       Takashi Tsuchiya
                （The Institute of Statistica1Mathematics）
             Masao Iri
（Faculty of Engineering，University of Tokyo）
    In this paper we ana1yze the behavior of romding errors in computing comp1icated
functions in a1arge system of non1inear equations．We investigate theoretica1properties
as we11主s the adequacy of the probabi1istic modeI ofrounding errors based onthe fo11owing
two assumptions：
    （i） The rounding error incurred in the computed va1ue of a function is represented as
the weighted sum of the rounding errors，each generated at a step in the computationa1
procedure for the function va1ue，with the partial derivative of the function with respect to
the intermediate variab1e corresponding to the step as the weight；
    （ii） the generated rounding error at each step of the procedure can be regarded as an
instance of a uniform1y distributed independent random variab1e where the width of
distribution is determined by the resuIt of the computationa1step and the且。ating－point
representation emp1oyed．
    The adequacy of the mode1is checked through many computationa1experiments．
    We take as an examp1e a system of non1inear equations with108variab1es for the
equilibrium state of a water－methano1disti11ation tower in a chemica1p1ant．The fast
automatic differentiation a1gorithm，which is an e茄。ient and exact m♀thod for computing
the gradient of a function with a number ofvariab1es，is emp1oyed to eva1uate the theoreti－
ca1estimates of romding errors．The estimated statistica1parameters of the rounding
errors given by the proposed mode1are compared with the experimenta1va1ues and are
shown to be in good agreement．In order to characterize the distribution of romding
errors of each function，we also introduce a one－parameter fami1y of random variab1es
deined by the weighted sum of an infinite number ofindependent random variab1es obeying
the uniform distribution with a geometrica1progression as the weights．Comparison with
the experimenta1va1ues of the rounding errors shows that the one－parameter fami1y is a
p1ausib1e mode1for the distribution of the rounding errors in computing comp1icated
functions．
Key words：Fast automatic differentiation，romding errors，probabilistic model．
